La complexité de la noétique en mathématiques
ou les raisons de la dévolution manquée 1

BRUNO D'AMORE

Ce travail s’inspire aux études dont Raymond Duval
{19884, b, ¢, 1993) a été indiscutablement le pionnier, et il se
situe dans le filon des recherches du NRD de Bologne, ces
derniéres visant a retracer et 4 mettre en évidence les dif-
férentes hypothéses ayant comme but d’expliquer la
dévolution manquée (Perrin Glorian, 1994), et donc les
processus en jen dans la scolarisation du savoir mathéma-
tique (D" Amore, 1999). Ce travail s’inscrit dans la ligne des
recherches sur les notions de “concept” et “d’objet” en
mathématiques (D Amore, 2001).

1. Concepts et objets mathématiques
Tout concept mathématique:

» seréfére a des “non-objets”; la conceptualisation
n’est donc pas fondée sur des significations se
référant directement aux réalités concrétes et ne
peut pas I’étre; autrement dit, les références osten-
sibles ne sont pas possibles en mathématiques;

+  doit étre rendu accessible par représentations sémi-
otiques variées; vu "absence d’“objets réels” que
’on pouzrait montrer, observer, manipuler ou évo-
quet, la conceptualisation doit donc nécessairement
passer par 1a coordination de plusieurs registres de
représentation qui, pour différentes raisons, ne
peuvent pas ére de méme nature, ¢’est a dite
uniquement linguistique, visuel ou formel [2]

En mathématiques, on parle plus souvent d’“objets mathé-
matiques” que de concepts mathématiques, car les mathé-
matiques étudient de préférence des objets plutdt que des
concepts (Duval, 1998)

Duval propose que la notion de concept, qui est prélimi-
naire ou prioritaire chez la plupart des chercheurs, devient
secondaire, et que c’est le couple systéme de signe — objet
qui acquiert un caractdre prioritaire. Je mettrai ceci en évi-
dence dans le paragraphe s’agissant du paradoxe cognitif
de la pensée mathématique qui a été mis en évidence juste-
ment par Duval (1993, p. 38)

Le schéma suivant me semble beaucoup plus efficace
qu’un long discours

2. Le paradoxe cognitif de la pensée mathé-
matique

Voici comment ce paradoxe est piésenté par Duval
(1993):

d’une part, I"appréhension des objets mathématiques ne
peut étre qu’une appréhension conceptuelle et, d’auire

“objet” mathématique & concepmualiser: il n’existe pas en tant gu’ objet réel I

I INACCESSIBILITE OBJECTIVE A LA PERCEPTION l

- =

(conséquence nécessaire de) représentants sémiotiques I

sur les objets

activité mathématique g

sur les représentants

conséquence du paradoxe cognitif de 1
pensée mathématique

Figure I

part, ¢’est seulement par le moyen de représentations
sémiotiques qu’une activité sur des objets mathéma-
tiques est possible Ce paradoxe peut constituer un
véritable cercle pour ’apprentissage. Comment des
sujets en phase d’apprentissage pourraient-ils ne pas
confondre les objets mathématiques avec leurs
représentations sémiotiques s’ils ne peuvent avoir
affaite qu’aux seules représentations sémiotiques?
I’impossibilité d’un accés direct aux objets mathéma-
tiques, en dehors de toute représentation sémiotique,
rend la confusion presque inévitable. Et, a 1’inverse,
comment peuvent-ils acquérir la maitrise des traite-
ments mathématiques nécessairement liés aux
représentations sémiotiques, s’ils n’ont pas déja une
appréhension conceptuelle des objets représentés? Ce
paradoxe est d’autant plus fort que ’on identifie activ-
ité mathématique et activité conceptuelle et que 1’on
considére les représentations sémiotiques comme sec-
ondaires ou extrinséques. (p. 38)

Je vais expliciter les significations de ces termes qui n’ont
pas toujours ¢té utilisés dans le méme sens Je n’aurai 1a
aucune prétention exhaustive:

ia sémiotique = la formation d’une représentation par
association ou combinaison de signes;
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la hoétique = |’appréhension conceptuelle d’un objet.
JFentendrai, désormais, aussi par définition:
™ = [e registre sémiotique (m=1,2, 3, .);
R*(A) = la représentation sémiotique i-éme (i = 1,2, 3,
...y d’un concept A dans le registre sémiotique 1"

On peut remarquer que si le registre sémiotique change, la
représentation sémiotique change nécessairement aussi, tan-
dis que I’inverse n’est pas toujours vrai: la représentation
sémiotique peut changer tout en préservant le méme reg-
isire sémiotique. [3]

3. Exemple de représentations sémiotiques
d’un concept C

concept C

registre sémiotique 1': la langue commune

représentation sémiotique R';: le milien
representation sémiotique RY): la moitié
ete.

registre sémiotique 1*: ['arithmétique
représentation sémiotique R?: 1/2
(écriture fractionnaire)
représentation sémiotique R?;: 0.5
(écriture décimale)
représentation sémiotique R*;: 5 101
{écriture exponentielle)
etc.

registre sémiotique 1*: ['algébre
représentation sémiotique R*: {x€Q+; 2x - 1 = 0}

{€criture par ensembles)

représentation sémiotique R%: y = flx): x —> x/2
(écriture fonctionnelle)

etc

registre sémiotique 1: le langage figuratif

représentation sémiotique R*;: =
etc

registre sémiotique 1°: schémas pictographiques
représentation sémiotique R, E!
représentation sémiotique R®;: C'
représentation sémiotique R%;: [

etc
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D’autres exemples peuvent étre tirés de la théotic des
ensembles élémentaite ou naive, dans laquelle le méme
ensemble peut étre représenté dans des différents registres
sémiotiques et, 4 ’intérieur de chacun de ces registres, en
utilisant différentes représentations sémiotiques

4. Le paradoxe de Duval et les causes de la
dévolution manquée

Dans ce paradoxe, que Raymond Duval met bien en évi-
dence ici, peut-il y avoir une cause potentielle de
dévolutions manquées?

Prenons exemple d’une activité proposée aux éleves et
pour laquelle, tant du point de vue de 1’enseignant que de
celui de la noosphére et méme celui des éléves, chacun dis-
pose des connaissances requises pour effectuer Iactivité
Mais de maniére surprenante, il se trouve dans une situa-
tion de blocage pour mobiliser les connaissances dont il
dispose, ou pour méme se risquet A essayer quelque chose
Disposer d’une connaissance cela veut dire, d’un point de
vue cognitif, avoir acquis le ou les concepts mathématiques,
ou encore avoir accés aux objets mathématiques qu’il faut
utiliser dans le contexte de la tiche ou du probléme Com-
ment expliquer alors un tel blocage?

Trés souvent, I’étudiant réduit 1’objet mathématique a
I*'une des représentations sémiotiques particuli¢res, confu-
sion normale pour 1'éléve, étant donné le caractére trés
particulier de "accés aux objets mathématiques. Et cela se
manifeste par "impossibilité de convertir les données de la
consigne ou d’un premier résultat obtenu en une autre
teprésentation qui permet de voir et d’avancer. Mais cette
confusion risque de s’institutionnaliser si I’enseignant ou
I’organisation des programmes ignorent la raison pour
laquelle la compréhension en mathématiques fonctionne de
maniére totalement différente de la compréhension dans les
autres domaines de connaissance. La tendance serait plutot
de faire comme si I'acquisition des connaissances se faisait
selon un modéle commun pout tous les types de connais-
sance Devant ce constat de blocage de 1’éléve, I’enseignant
et les représentants de la noosphére ne peuvent que porter
ce jugement: il n’avait pas encore acquis ce qu’il devait
avoir acquis et que I’on croyait donc qu’il avait acquis - sans
savoir comment d"ailleurs remédier réellement a la sitvation,
Et cette histoire se 1épéte en boucle jusqu’a ce que les étu-
diants se retrouvent enfin dans des filiéres ol il n’y a plus
de mathématiques.

En réalité, dans ce type de situation paradoxale, personne
ne comprend ce qui est en train de se passer, dans la mesure
ot chacun des acteurs de cetie aventure a une perception dif-
férente de ce que sont les objets ou les concepts mathé-
matiques.

5. La sémiotique et la noétique dans I'ap-
prentissage des mathématiques
Dans le domaine mathématique, |"acquisition conceptuelle
d’un objet passe nécessairement par P'acquisition d’une ou
plusieurs représentations sémiotiques (Duval, 1988a, b, ¢,
1993, 1998; Chevallard, 1991; Godino et Batanero, 1994).
T'utiliserai encore une fois un schéma pour illustrer la ques-
tion car il me semble plus incisif et efficace.

1l faut remarquer les fléches qui, dans la premiére partie
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Figure 2:

du schéma, vont du bas en haut. Leur raison d’é&tre est la
suivante: les traits distinctifs de A (les propriétés de 1’objet
A) qui sont explicités ou présentés par la représentation
dépendent des capacités sémiotiques du registre choisi En
choisigsant un registre différent, on rend accessible d’autres
traits de A. Cela dépend du fait que deux représentations du
méme objet dans des registres différents ont des contenus
conceptuels différents

6. Exemples de traitement et conversion
Elles rendent possible d’autres transformations de con-
version

Vi | transformation de traitement en ©* ,|:.> 05
05 | transformation de traitement en r* ?>— 510"

Eltes rendent possible d autres transformations de traitement

::> rransformation de conversion E:}
derar

Figure 3.

7. Caractéxistiques de la noétigque
1’acquisition conceptuelle d’un objet mathématique se
fonde sur deux caractéristiques “fortes™ (Duval, 1993):

1 lutilisation de plusieurs registres de représenta-
tion sémiotique est typique de la pensée humaine;

2. la création et le développement de nouveaux sys-
témes sémiotiques [4] est le symbole (historique)
du développement des connaissances mathéma-
tiques

Ces considérations montrent 1’étroite interdépendance
entre la noétique et la sémiotique, dés qu’on passe de I'une &
Pautre: non seulement il 2’y a pas de la nodtique sans la
sémiotique, mais la sémiotique est assumée comme une car-
actéristique nécessaire pour garantir le premier pas vers la
noétique. A ce point, une précision concernant la théorie que
Raymond Duval est en train de développer depuis des
années est nécessaire

Dans cette théorie on accorde & la conversion une place
centrale par rapport aux autres fonctions, et en particulier pat
rappoit & celle de traitement qui est considérée par la plu-
part comme étant décisive du point de vue mathématique

8. Une tentative de “définition” de construc-
tion; influence des bases socio-culturelles

La construction des concepts mathématiques dépend donc
étroitement de la capacité d utiliser plusieurs registres de
représentations sémiotiques de ces concepts, ¢’est-a-dire:

1. d’expliciter ou de reconnaitre une représentation
dans un registre donné;

2 de traiter ces repiésentations a 'intérieur d'un
méme registre;

3 de convertir ces teprésentations d’un registre
donné & un autre.

L’ensemble de ces trois éléments et les considérations
faites aux paragraphes 2 et 3 mettent en évidence le lien
profond entre la noétique et le constructivisme: cette “con-
struction de la connaissance en mathématiques” n’est-elle
pas justement I’union de ces tiois “actions” relatives aux
concepts, ¢’est-d-dire I’ expression méme de 1a capacité de
représenter les concepts, de traiter les représentations
obtenues a I'intériems d’un registre établi et de convertir les
représentations d’un registre a un autre? C’est comme si on
était en train de spécifier les opérations de base qui dans leur
ensemble définissent cette “construction”, un terme qui
resterait mystérieux et ambigu, ouvert a toutes sortes d’in-
terprétations, méme philosophiques

Bien que I’affirmation suivante exigerait une analyse plus
approfondie, il semble évident que les artiére-plans socio-
culturels sur lesquels s’édifient les connaissances influencent
la nature méme des représentations conceptuelles des sujets
Drautre part, le choix des traits caractéristiques de la
représentation du concept A qui, aussi singulier et implicite
qu’il soit, n'en est pas moins déterminé par la dimension
socio-culturelle d’appartenance. Comme on pourrait naive-
ment le croire, et comme j’ai tenté de le montrer, ce choix
n’est pas neutre; il résulte d’une action personnelle sur les
bases de 1’adhérence a une culture

9. Le phénoméne de la “scolarisation” et la
noétigue manquée

Le renoncement (naturellement inconscient) de 1’'étudiant a
la dévolution, 'incapacité de I’étudiant de s’investit (ce qui
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est souvent la conséquence d’essais infructueux), et d’as-
sumer directement et personneliement la responsabilité de la
construction de la connaissance, dans le milieu scolaire, est
lié & "absence dune appropriation et d’une coordination de
la diversité des registres de représentation utilisée en math-
e¢matiques Cette absence résulte d une déficience didactique
spécifique originelle. L’enseignant pourrait en effet ne pas
metire en oeuvre chacune des composantes de la construc-
tion en supposant a la fois "homogénéité des fonction-
nements sémiotiques et la transparence de la noétique dans
la diversité des représentations sémiotiques (Duval, 1993).
(Il s’agit 1a d*une double identification trés répandue parmi
les enseignants, surtout parmi ceux qui n’ont jamais eu
I"occasion de réfléchir sur 1*agpect spécifique des difficultés
rencontrées en mathématiques, ou qui les considérent super-
flues.)

Cela poutrait amener 1*étudiant au désintérét vis-a-vis les
mathématiques dont les démarches intellectuelles échappent
et donc 4 la scolarisation des connaissances.

I’entends ici me référer avec 1’expression “scolarisa-
tion du savoir” a cet acte largement inconscient par
lequel I’€léve a un certain moment de sa vie sociale et
scolaire (mais presque toujours au couts de 1’école pri-
maire) délégue i I’école (en tant qu’institution) et a
P’enseignant (en tant que représentant de Pinstitution)
la tache de sélectionner pour lui les connaissances sig-
nificatives (celles qui le sont d'un point de vue social,
par un statut reconnu et 1égitimé par la noosphére) en
renongant a assumer directement lewr choix sur 1a base
d’une forme quelconque de critére personnel (got,
intérét, motivation,. ). A partit du moment ot cette
scolarisation compoite la reconnaissance de ’en-
seignant comme dépositaire des connaissances, du
savoir socialement valable, il est évident qu’il y aura,
plus ou moins en méme temps, une scolarisation des
rapports interpersonnels (entre 1’étudiant et 1’en-
seignant et entre 1’étudiant et ses copains) et du rapport
entre 1’étudiant et le savoir; c’est ce qui [.. ] s’appelle
“gcolatisation des relations” (D’Amore, 1999, p 251)

En renforgant le “jeu des triades” (représentation, traitement,
convetsion), on peut voir ce qui est en question dans la
recherche décrite dans D" Amore (1998). Dans cette recher-
che une situation concernant un simple exemple de relation
binaire {on donnait des noms de villes et des noms d’états
et la relation binaire était: “est dans™) était proposé a des
éléves de différents niveaux scolaires, dans des différents
registres sémiotiques, et avec des différentes représentations
sémiotiques, et ce qu’on demandait était justement de
reconnaitre qu’il s’agissait du méme message, de la méme
information
Le résultat de cette recherche montre justement les diffi-
cuités rencontrées par les étudiants:
+ pour remonter du contenu conceptuel d’une
représentation au contenu représente;

» powr vérifier gu’entre deux représentations dans
un registre sémiotique donné il s’agit tout simple-
ment d'une transformation de type traitement;
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+ pour vérifier qu’entre deux représentations sémio-
tiques de deux registres sémiotiques différents il
s’agit d’une transformation de représentation du
type conversion

Etant donné la difficulté de discriminer ce qui est pertinent
dans les situations qui leur sont présentées, les étudiants
donnent un sens au message en créant des informations de
types différents (gue dans certains cas j’ai appelé “informa-
tions parasites™) parfois éloignées de toute intention
communicative de ’auteur; et ils cherchent des “prises” de
traitement ou de conversion dans des aspects tout a fait mar-
ginaux telle que la forme d’un graphique, un aspect qui
serait non pertinent pour I’expert en mathématiques

D’autre part, la connaissance conceptuelle n’est pas 4 con-
sidérer seulement comme le produit d’un apprentissage
conceptuel stricto sensu, mais résulte aussi (et de facon
consistante) de la connaissance spécifique de 'usage des
procédures et des manipulations mathématiques; une
connaissance que je n'hésite pas & déclarer elle-aussi con-
ceptuelle.

10. La dévolution manquée, la cessation de
implication

Dans le cas d’un échec dans la gestion de cette quantité
énorme de représentations et de transformations, il serait
trop banal et simpliste de se limiter & une constatation,
comme parfois le fait ’enseignant dégu par I’apprentissage
manqgué de ses éléves. Ot 1éside le motif de cet échec? Cette
question est déja plus intéressante gqu’une analyse, toujours
particuliére et contextualisée, des différents échecs et
elle peut nous 1évéler beaucoup sur certaines impasses de
I’enseignement. Mais ici je m’interesse surtout 4 la problé-
matique de la dévolution manquée, de la cessation d’une
implication personnelle de I’éléve

Je pense 4 un étudiant doué, méme conscient et sensible,
qui, peut-étre justement 4 cause de cette sensibilité qu’il
n’arrive pas a satisfaire, ou 4 cause d™une incapacité d’in-
trospection dont il n’est pas responsable, se borne a observer
et 4 constater son propre échec dans sa tentative de faire face
i la complexité de la “citation” de Ia triade “représentation,
traitement, conversion” L’étudiant pourrait décider (fut-ce
de maniére tout  fait inconsciente) de limiter les dégats en
acceptant le formalisme, la surface de ce qu’on lui demande,
en s’adaptant 4 scolariser son savoir et son comportement,
c’est-d-dire en adoptant la médiation totale de I’enseignant
par rapport a I’objet de connaissance, en adoptant ses choix
et méme ses gofits (D’ Amore, 1999).

Une analyse trés précise des différentes composantes, et
donc de la capacité a faire le point des différents aspects
dans lesquels se représentent la construction de la connais-
sance {dans notre cas spécifique, dans 1'exemple donné en 3,
le concept ayant /2 comme un de ses nombreux représen-
tants), pourrait alder ’enseignant & comprendre 3 quel
moment commence la résignation, la dévolution manquée, la
dés-implication personnelle de I’é¢tudiant dans cette con-
struction.

I existe une différence énorme entre 1’institutionnalisa-
tion de la connaissance de la part de ’enseignant en tant
que représentant de 'institution qui a décidé quel est [e



savoir qui compte d’un c6té; et la scolarisation, I’acceptation
passive des choix de [’enseignant de ["autre Dans le premier
cas I’enseignant joue le rdle de médiateur entre Péléve et le
savoir et il veut, ou pense, rendre actif le premier: il sélec-
tionne et valorise les choix et les “découvertes™ de 1’éléve en
leur donnant un statut institutionnel d’employabilité et un
permis officiel d’emploi Le fondement de tout cela réside
dans le principe pédagogique et didactique, sans cesse répété
de manicre générale, que ¢’est I’éléve qui construit ses con-
naissances.

Dans le denxiéme cas ’enseignant joue le 16le de média-
teur totalisant et il rend I’éléve un sujet passif: il lui demande
une confiance aveugle dans l'institution en échange de
promesses sur des capacités et des compétences futures qui
n’arriverent pas forcément ou qui pourraient aussi ne pas
étre forcément wtiles La 1’éléve cesse de construire, en ces-
sant donc d’apprendre.

Je crois que I’étude détaillée de la triade (représentation,
traitement, conversion) peut s’appliquer & I’analyse des situ-
ations de dés-implication personnelle, pour mettre en
évidence les véritables raisons qui conduisent au renonce-
ment de la compréhension en mathématiques et donc 4 la
“scolarisation”,
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Notes

[1] Travail exécuté dans le cadre du programme de recherche locale de
1 Unité de Bologna (ex 40%) financié par 1 Université de Belogna et par le
Ministére de b’ Université et de la recherche: Recherches sur le fonction-
nement du systéme éléve-enseignant-savoir. motivations de la dévolution
manguée. Programme de recherche nationale: Difficultés en mathéma-
tigues. instruments pour observer, interpréter, intervenir

[2] Ici on entend “objet réel” dans le sens intuitif de “chose”. Dans la
Métaphysigue, Aristote exprime bien ce que cela signifie quand il affirme

que la “chose”, en tant que partie du réel, est ce qui posséde les trois car-
actensthues smvantes

tridimensionalité;

» accessibilité sensorielle multiple (¢’est-a-dire simultané-

ment par plusieurs sens) indépendamment des représenta-

tions sémiotique;

possibilité de séparation matérielle des autres “choses™
[31 C’est en cela que 1’on distingue les traitements et les conversions
[4] “Un systéme sémiotique” est un systéme de signes organisés Par exem-
ple, le systéme d’écriture numérique binaire est un systéme sémiotique.
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