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Introduction 
Diverses etudes ont deja a borde le pwblemede l'apprentis­
sage du calcul infinitesimal. Signalons particum~rement, 
celles de Shelton [ 1965] et de Marchegiani [ 1977]. Shelton, 
pour sa part, compare les resultats des apprentissages 
dl!coulant de deux methodes d'enseignement du concept de 
limite: 1) une methode intuitive ou "concrete inductive" et 
2) une methode deductive appelee "abstract deductive" En 
1977, Marchegiani determine lui aussi les effets de deux 
methodes (proof treatment et non proof treatment) 
concernant cette fois Ia performance des f:tudiants et leur 
habilite a utiliser la pensee critique en fonction de certaines 
approches d'apprentissage du calcul differentiel 

Ces etudes et d'autres du meme type [Chaney, Jackson, 
Kongkitpsial, Lackner, McGannon, Pavlick, Tawfik] ont 
Ia particularite de mesurer Ia performance des apprenants 
ou le df:veloppement d'habilitf:s chez ceux-ci, en fonction 
de certaines approches de l'apprentissage du calcul 
infinitesimal 

La presente etude s'attarde il l'apprentissage du calcul 
infinitesimal et plus particulierement a celui de la limite 
Son but n'est pas de mesurer l'efficacite d'une methode ou 
d'un modele, mais de proposer un outil d'analyse suscept­
ible de favoriser l'apprentissage du concept et des pro­
prietes de la limite chez des etudiants de niveau collegial 

Dans cet article, nous exposerons d'abord la problema­
tique qui nous a incites a developper un modele d'appren­
tissage du calcul.. N ous decrivons ensuite un modele 
articuli: a partir de deux etudes psychologiques. Par la suite 
nous l'illustrerons a !'aide d'exemples se rapportant a l'ap­
prentissage du concept et des proprietes de la limite Nous 
terminerons cet article en montrant le r6le que peutjouer le 
modele dans le contexte de la formation d'un concept 
complexe integn~ 

L La problematique 
Dans le context de l'apprentissage du calcul infinitesimal 
au niveau collf:gial, il est hors de question de ne developper 
uniquement que de fa,on hypothi:tico-deductive une the­
orie du calcul infinitesimal, privant ainsi l'apprenant d'un 
facteur important d'integration de cette theorie. On privile­
gie, en general, des approches intuitives a ce niveau 

*Recherche subventionl:e par le fonds FCAC: EQ1841 

A titre d'exemple, une methode servant a f3.ire appre­
hender et former les concepts de limite, de derivee et d'inte­
grale, utilise generalement des images de types dynamiques 
ou cinf:tiques. Plus spf:cifiquement on considere les images 
suivantes 

POUR LA LIMITE 

A'----

.. 

POUR LA DERIVEE 

POUR L'INIEGRALE 

* T outes les figures du present article ont ete tracees par un traceur de 
courbe 7221 B asservi par un mini-ordinateur HP-3000 Les auteurs 
desirent remercier monsieur Yves Carbonneau pour son excellent tra­
vail de production de logiciel 
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Ces images, on les qualifie de cinetiques ou dynamiques: 
parce qu'une fois interiorisees, !'esprit opere sur c~lles-c1 
pour les modifier et les transformer On vena plus I om que 
ces operations relevent plut6t du do maine de la representa­
tion figurale 

Cependant, lorsqu'on a borde !'etude des principales pro­
prietes de la limite, de Ia dhivee ou de l'integrale, les images 
cinetiques ou dynamiques utilisees lors de !'introduction de 
ces concepts soot, dans beaucoup de cas, rapidement mis 
de cOte Tous se passe comme si on avait tourne quelques 
pages du grand volume depositaire du corpus de Ia theorie 
et que ron etait dans un nouveau chapitre La tendance, 
dans ce contexte, est de focaliser sur les aspects algebriques 
ou calculatoires des proprietes de Ia limite, de la derivee ou 
de l'integrale .. Cette approche des proprietes de ces con­
cepts releve plut6t du domaine de Ia representation symbol­
ique que de celui de la representation figurale. Cette fa~on 
de traiter les themes de la limite, de la dhivee ou de 
l'integrale au niveau collegial cree une discontiguite dans le 
processus d'apprentissage de Ia theorie qui se repercute en 
une organisation de Ia connaissance de cette theorie non 
suffisamment integree qui a tendance a se sedimentariser 

Dans ce qui suit nous elaborerons un modele nous per­
mettant de mieux poser les coordonnees de l'apprentissage 
d'un concept complexe integre d u calcul infinitesimal dans 
le context collegial 

2. Modele permettant d'analyser l'apprentissage de con-
cepts complexes integres du calcul infinitesimal 

La section qui suit presente une description des differents 
types d'information que peut discriminer !'intellect ainsi 
que les modes de representation qu'a celu~-c~ po~r .traiter 
ces types d'information De plus, une assoc1atwn mtlme de 
ces deux composants sera proposee. Ensuite no us no us 
attarderons, dans la deuxieme section, a presenter deux 
illustrations de !'utilisation du nouvel outil d'analyse con­
stitue des types d'information, des modes de representation 
et de leurs articulations. 

2 . .1 Modes de representation et types d1nformation 
L'intelligence humaine a Ia capacite d'apprendre, c'est-a­
dire d'inthiorer et de se fabriquer des modeles interieurs 
qui remplacent les chose, les faits ou les evenements en leur 
absence .. Elle est aussi capable d'en rendre compte par rune 
ou l'autre forme de communication: gestuelle, ver bale, 
symbolique, etc. . . , . 

Certains auteurs, dont Bruner et Gmlford, ant decnt des 
modes de representation ainsi que les types d'information 
que peut traiter l'intellect. 

Dans ce qui suit nous n'avons pas l'intention de resumer 
toute Ia pensee de Bruner et de Guilford Cependant: nous 
avons retenu certains elements de leur modele qm soot 
susceptibles de nous fournir des outils pour traiter le sujet 
qui nous interesse. 

Selon Bruner, l'individu possede trois modes de repre­
sentation: I) sensod-moteur (enactive). 2) imagerie men­
tale (iconic) et 3) symbolique (symbolic) 

Modes de representation 

Sensori-moteur 

Imagerie mentale 

Symbolique 

Medias 

Les sens .. I action 

i image, I analogie 

Le symbolisme Ia logique 

Modes de representation selon Bruner 
Figure 1 

Le mode sensori-moteur ou "enactive" est un systeme de 
traitment de !'information qui utilise lessens comme medi­
ateurs pour rendre significatifs les chases ou les evenements 
de Ia realite C'est a travers !'action immediate sur ceux-ci 
que l'intelligence se construit des modeles inthieurs. . 

Le mode "imagerie mentale" est un systeme de trmte­
ment de }'information qui per met a !'intellect de se repre­
senter celle-ci sous forme d'images, d'analogies, etc 

Le mode symbolique est un systeme de traitement de 
!'information qui utilise le symbolisme et la logique com me 
mediateur 

Ainsi, pour Bruner, les modes de representation sont 
"trois systemes paralleles" pour traiter et se representer 
!'information, una travers la manipulation et l'action, una 
travers I' organisation perceptuelle et l'imagerie, l'autre par 
l'appareillage symbolique". [Bruner, J, 1966. Towards a 
theory of instruction,. p 28] 

En etudiant Ia structure de !'intelligence, Guilford a, 
pour sa part, identifie quatre contenu ou types d'informa­
tion que !'intelligence peut discrimer: 1) un contenu figural, 
2) un contenu symbolique, 3) un contenu semantique et 
4) un contenu comportemental 

Selon Guilford le contenu figural correspond a toutes 
infmmations concretes telles que per~ues par les sens ou 
rappelees sous forme d'images Chaque lois que !'intellect 
per~oit Ies elements sensoriels ou leurs substituts, il agit sur 
un contenu figural 

Lorsqu'une information a fait !'objet d'une codification 
quelconque, on peut parler de contenu symbolique Les 
objets mathematiques se presentent bien sous cette forme 

Types d'information 
au contenus 

Figural 

Symbolique 

semantique 

Comportemental 

Informations correspondantes 

Information concrete pen;ue par les 
sens ou rappe!ee sous forme d''images 

Infonnation codifee 

Significations vehicu!ees par 
!'information 

Information vehicu!ee par le 
comportement 

Les contenus selon le modele de Guilford 
Figure 2 
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Un contenu semantique d'une information est !'ensem­
ble des significations vehiculees a travers cette information 
Les significations vehiculees a travers les mots paries ou 
ecrits s'apparentent au contenu semantique 

Le contenu comportemental est tout ce qui est vehicule 
au niveau du comportement: expression du visage, emo­
tions, attitudes, etc .. (Figure 2) 

Cette partie du modele de Guilford concernant les con­
tenus peut etre mise en relation avec le modele de Bruner 
Pour ce faire, rappelons que les contenus de Guilford sont 
les types d'information que !'intellect peut discriminer et 
que les modes de representation de Bruner s'identifient a 
des systemes de traitement de !'information. Ainsi, nous 
postulons qu'a un type d'information que peut discriminer 
!'intellect cmrespond un systeme de traitement de ce type 
d'information. Nous avons done, en conservant Ia termi­
nologie de Guilford, les modes de representation suivants: 
comportemental, figural, symbolique et semantique Les 
modes de representation de Bruner et les modes de repres­
entation associes aux contenus de Guilford s'entrecoupent 
et accentuent certaines facettes de la representation plut6t 
que telles autres .. Par exemple, le mode figural correspond, 
en partie, aux modes ••sensori-moteur" et "'imagerie men­
tale" decrits par Bruner, tandis qu'une partie du mode 
semantique est indus dans le mode ""imagerie men tale" (les 
analogies) De plus, pour Brunerchaque mode de represen­
tation contribue a rendre significative !'information re~ue 
Ainsi on peut dire que dans notre contexte, Bruner con­
necte subtilement chacun de ses modes de representation 
avec le mode de representation semantique. Pour ce qui est 
du mode de representation "'comportemental" qui est asso­
de au contenu de meme denomination, lequel avait ete 
hypothetise par Guilford, on peut le rattache de lavon tres 
parcellaire au mode "sensori-moteur" 

Pour la situation qui no us interesse, c'est-a-dire l'appren­
tissage de concepts, de principes et de theories du calcul 
infinitesimal, nous avons privilegie et retenus les modes de 
representation suivants: figural, symbolique et seman­
tique. 

Nous n'avons pas retenu Ia classification de Bruner con­
cernant les modes de representation parce que celle-ci ne 
nous per met pas de traiter les significations independam­
ment des symboles, des images, ou d !'action 

De plus, no us n'avons pas conserve le contenu com porte­
mental de Guilford ainsi que son mode de representation 
parce que ceux-ci ne jouent pas, a notre avis, un rOle 
determinant dans notre contexte qui privilegie les facteurs 
de nature cognitive. Deux raisons expliquent, tout au 
mains en partie, cette situation. D'une pmt, I' objet de notre 
etude concerne l'apprentissage de concepts, de proprietes 
et de theories du calcul infinitesimal qui sont abstraits, 
complexes, interconnectes, articules et structures D'autre 
part, de me me qu'en consequence, les apprenants qui nous 
interessent sont de jeunes adultes de niveau collegial ayant 
18 ans et plus On convoit bien dans un tel context que le 
contenu comportemental ainsi que son mode de represen­
tation soient reduits a leur plus simple expression On peut 
rassembler ce qui vient d'etre dit en donnant le tableau 
suivant 
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Modes de 
representation 
de Bruner 

Sensori·moteur ~ 

Imagerie mentale -

Symbolique :::::::::::::: 

Contenus de 
Guilford qui ont 
ete retenus 

Modes de repre. 
sentation associes 
aux contenus de 
Guilford 

Figural ---Figural 

semantique - semantique 

Symbolique - Symbolique 

Une ligne orientee signifie que le mode de representation 
sert a traiter, tout au moins en partie, le contenu pointe 

Figure 3 

2..2 Articulation des types d 'inf01ma1ion soutenus par les 
modes de representation 

La description des modes de representation de Bruner et 
des contenus de Guilford ainsi que leurs mise en relation 
sont int6ressantes dans un context theorique Cependant, 
dans une situation reelle d'apprentissage il no us est apparu 
important d'introduire une articulation entre les types d'in­
formation pertinents en tenant compte des modes de 
representation retenus, afin d'obtenir un outil d'analyse 
satisfaisant 

Dans ce qui suit nous privilegierons les tacteurs de 
nature cognitive. Ainsi !'articulation projetee des con tenus 
retenus, s'inspirera des enonces suivants: 

l'objectif cognitif d'apprentissage d'un concept con­
siste a inthioriser certains types d'information con­
cernant ce concept dans le but d'en faire un concept 
complexe integre; 

les strategies utilisees pour atteindre cet objectif co­
gnitif d'apprentissage s'appuient sur les actions op­
erees au niveau des modes de representation pom 
transformer un type d'information en un autre 

Le concept qui nous preoccupe particulihernent dans cet 
article est celui de la limite .. Nous allons illustrer une articu­
lation de certains type d'information a partir d'un exemple 
et de !'analyse de celui-ci dans le contexte de Ia formation 
du concept de limite 

Considerons Ia suite suivante de nombres: 
0,9 
0,99 
0,999 
0,9999 
0,99999 

etc 
N ous nous intf:ressons a analyser le comportement de cette 
suite de nombres. Entre autres informations, l'on peut se 
demander que! sera le prochain nombre? (0,999999) Que! 
est le nieme terme de cette suite? Pour repondre a cette 
question no us introduisons le symbolism suivant. Design­
ons par x·1 '= 0,9; i, = 0,99; x, = 0,999; X4 = 0,9999; 
x5 = 0,99999; x, = 0,999999 .. Ceci est une information de 
type symbolique. Cependant de par son traitement par 
!'intellect, elle induit une information de type semantique, a 
savou 



le premier terme a un 9 apres la virgule; 
le deuxieme terme a deux 9 apres Ia virgule; 
le troisieme terme a trois 9 apres Ia virgule; 
le quatrif:me terme a quatre 9 apres Ia virgule; 
le cinquieme terme a cinq 9 apres Ia virgule; 
le sixifme terme a six 9 aprf:s la virgule; 
etc. 

Cette information de type semantique impose done a I' es­
prit que le nietne terme aura "n" 9 apres Ia virgule D'oU 
!'induction de !'information de type symbolique 

xn = 0,99----9 
n termes 

Si on synthetise ce que I' on vient d'executer on trouve le 
schema suivant: 

Figure 4 

Syo signifie !'information de type symbolique: 
XI= 0,9; X2 = 0,99; X3 = 0,999 etc; 

Se0 signifie !'information de type semantique: 
le premier ter me a un 9 a pres Ia virgule; le deuxieme 
terme a deux 9 a pres Ia virgule, etc; 

Sy1 signifie !'information de type symbolique: 
xn = 0,99----9, n = 1, 2, 3, 

n termes 

Les lignes pleines orientees indiquent une transformation, 
effectuee par l'intellect, d 'un type d'information en un autre 
ou en un meme type 

Si on revient a notre suite originelle, on peut se preoc­
cuper maintenant du comportement tendanciel de cette 
suite de nombres Pour ce faire nous reportons sur une 
droite graduee les premiers nombres de la suite. Ceci donne 

0,9 0,99 0,999 

Figure 5 

A la suite de !'execution de ce dessin a l'echelle, on ''voit" 
qu'en parcourant les elements de cette suite, tout au mains 
pour les premiers termes, on s'approche de I . lei encore on 
constate qu'une information de type symbolique a induite 
une information de type figural qui elle a induite une 
information de type semantique. Si I' on schematise ce que 
I' on vient de dire on obtient 

Figure 6 

Sy, signifie !'information de type symbolique: 
xn = 0,99----9, n =I, 2, 3,. 

n termes 

F I signifie !'information de type figural qui est le dessin a 
l'echelle; 

Sb signifie !'information de type semantique: 
on s'approche de I en parcourant les elements de Ia 
suite 

11 ne reste plus pour boucler Ia boucle que d'induire !'infor­
mation de type symbolique qui cristalise Ia semantique: on 
s'approche de I en parcourant les elements de Ia suite On 
note ceci par 

xn-1, n-oo ou lim xn=l 
n-oo 

On a done le schema 

Sy, 

Figure 7 

Se, signifie !'information de type semantique: 
on s'approche de 1 en parcourant les elements de Ia 
suite; 

Sy2 signifie !'information de type symbolique: 
Xn-I,n-oo OU lim Xn=I 

n-oo 

Rassemblons les schemas precedents en un seul Ceci 
donne Ia figure 8 

Sy, 

Figure 8 
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L'exemple precedent n'est pas !'unique, ni necessairement 
la meilleure fafYOn de presenter le concept de limite. II se 
veut cependant une illustration de l'outil d'analyse que l'on 
propose. 

2.3 Analyse d'un cas cite dans Ia problematique 
Le nouvel outil que nous venons d'introduire nous permet 
de mettre en lumifre, d'une manifre encore plus evidente, 
Ia discontiguite, soulignfe dans Ia problematique concer­
nant le theme de limite de fonctions. 

Generalement le concept de 'limite de fonctions est 
aborde en privilegiant le mode de representation figural 
L'argumentation typique est rattachee a !'etude de la situa­
tion picturale suivante 

F(x) 11\ 

A-~ 

Figure 9 

pour induire une premiere semantique du concept de la 
limite de la fonction/(x) lorsque Ia variable x tend vers xo 
Lorsque cette semantique est bien implantee on Ia caracte­
rise par le symbolisme suivant 

lim f(x)=A 
x~xo 

Le schema synth6tisant !'articulation precedente du con­
cept de limite de fonction est le suivant: 

Figure 10 

F, signifie !'information de type figural: 
cf Figure 9; 

se, signifie !'information de type semantique: 
f(x) tend vers A lorsque x tend vers x0; 

Sy, signifie !'information de type symbolique: 
f(x)-·A. x-·xo ou lim fix)= A 

x~•xo 

En ce qui concerne les proprietes de la limite de fOnctions, 
elles sont frfquemment abordees en mettant l'emphase sm 
le mode de representation symbolique Un exemple class­
ique de cette approche consiste a faire calculer par approxi­
mations successives 
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lim x2+4x 
x-2 

et ses molecules 

lim x. lim 4x, lim x2
; lim x 2+4x 

x~2 x-·2 x-·2 x~2 

pour induire les proprietes des limites. Les proprietes impli­
quees sont celles des limites de somme de fonctions, de 
produit de fonctions et de produit d'une fonction par une 
constante. A pres quelques exemples de type semblable des 
semantiques de ces phenomenes s'etablisent. Celles-ci sont: 

Ia limite d'une somme de deux fonctions est Ia 
somme des limites de chaque fonction; 

Ia limite d'un produit d'une constante par une fonc­
tion est le produit de la constante par la limite de la 
fonction; 

la limite d'un produit de deux fonctions est le produit 
des limites de chaque fonction 

Ensuite on symbolise ces semantiques de Ia fafYOn suivante: 

lim [f(x)+g(x)]=limf(x)+Iim g(x); 
x- Xo x~ Xo x-· Xo 

lim cf(x) =dim f(x); 
x~xo x-xo 

lim [f( x) · g( x)] = lim /( x) lim g( x) 
x-xo x-·xo x-xo 

On refere a ces formules en utilisant le vocable de pro­
prietes des limites de fonctions La situation precedente se 
schematise comme suit 

Figure II 

signifie !'information de type symbolique concernant 
les approximations successives de 

lim x, lim 4x, lim x2
; lim x2+4x 

x-2 x-2 x-·2 x~·2 

signifie l'infOrmation de type semantique concernant 
les proprietes considerees des limites; 

signifie !'information de type symbolique concernant 
les proprietes considerees des limites 

Ce qui ressort des deux situations d'apprentissage prece­
dentes et ceci est clairement mis en lumiere a l'aide du 
modele propose (cf figure 12), c'est que cette approche 
globale du theme de Ia limite, qui est somme toute tres 
comante, conduit A des semantiques juxtaposees du con­
cept des proprietes de la limite de fonctions, plutO! qu'a une 
integration de ces deux semantiques, pour former un con­
cept eruichi, diversifie et integre de Ia limite de fonctions 
Comprenons-nous bien, ce qui est mis en cause n'est pas 
tant !'approche pour aborder le concept de limite de fonc­
tions ou celles utilisees pour aborder les proprietes mais 
bien leurs manques d'integration, leurs manques de contig-



uite On peut visualiser ce manque de contiguite en reunis­
sant en un seul schema des deux precedents. 

Figure 12 

Ce qui ressort immediatement de ce schema c'est la pauv­
rete des interconnections qui conduit a une certaine sedi­
mentation des informations reliees au concept et a ses 
proprietes 

3. Illustrations de presentations conduisant ill'integration 
d'nn concept complexe 

Le concept complexe qui nous preoccupe est celui de la 
limite de fonctions .. Dans ce qui suit nous allons proposer 
une demarche conduisant, selon nous, a une integration 
plus poussee du concept complexe qu'est Ia limite de fonc­
tions avec quelques-une de ses proprietes 

Considerons d'abord l'interiorisation d'une premiere 
semantique du concept de limite de fonctions. On peut 
obtenir cette premiere semantique en considerant la figure 
suivante oU 6 est l'angle qu'il y a 

Figure 13 

entre les deux segments de droite et j( e) est Ia longueur de 
la secante pour un e donne. Le segment de droite horizon­
tal est fixe de longueur A. Par rapport a cette figure, on 
s'interesse au comportement de la longueur f(e) du seg­
ment secant lorsque !'angle e s 'approche de plus en plus de 
0. En agissant mentalement sur le dessin on s'apen;oit que 
f(e) s'approche de plus en plus de A, lorsque e s'approche 
de 0 .. Plus precisement, [(e) tend versA lorsque e tend vers 
0. Ceci se symbolise en ecrivant[(e)- A, e-o. Une autre 
fa,on de noter ceci est de dire que lim /(e)= A. Par 

8-0 
rapport a notre modele !'approche precedente se schema­
tise comme suit: 

Figure !4 

F, signifie !'information de type figurale soutenue par Ia 
figure, mais ne se limitant pas strictement a celle-ci; 

Se, signifie !'information de type semantique enchiissee 
dans la phrase: 

"Ia longueur [(e) du segment secant tend vers Ia 
longueur A du segment de droite fixe lorsque 
!'angle e tend vers 0"; 

Sy, signifie !'information de type symbolique donnee par 

[(e)-0, e-o ou lim f(e)-0 
8-0 

No us allons enrichir notre semantique du concept de limite 
en traitant une propriete de ce concept La propriete de Ia 
limite de fonctions sur laquelle nous focalisons presente­
ment est celle qui lie la limite de fonctions avec la somme de 
fonctions. Pour ce faire considhons la figure 15 

Figure 15 

oil chacun des symboles est defini a partir de la figure 15 et 
de ce qui a ete fait precedemment.. lei on s'interesse au 
comportement limite de la somme des longueurs de seg­
ment de droite lorsque !'angle devient de plus en plus petit 
Si on efface Ia pmtion de cercle situee a l'inthiem on 
obtient la figure 16 

Figure 16 

Par !'approche precectente on sait que Ia longueur du seg­
ment de droite secant tend vers Ia longueur du segment de 
droite horizontal fixe lorsque !'angle tend vers 0. Ceci se 
traduit symboliquement en ecrivant 

[(e)+g(e)-A+B, e-0 

ou lim [f(e)+g(e)]=A+B 
8-0 

D'autre part, en considerant les figures suivantes et en 
reprenant le meme cheminement qu'on a suivi lors de la 
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- _j_e __ ,L __ _J 

I A------>1 i<--B---.1 

Figure 17(a) Figure 17(b) 

formation de Ia premiere semantique du concept de limite 
de fonctions, on obtient semantique puis symboliquement 

fiO)-A, o-o 
g(O)-B, o-o 

ou lim f(O)=A, lim g(O)=B 
8-0 8-0 

Ainsi la semantique de Ia liaison entre Ia limite de fonctions 
et Ia somme de fonctions ressmt clairement.. Ceci s'exprime 
comme suit: "Ia limite d'une somme de fonctions est don­
nee par Ia somme des limites de fonctions" Symbolique­
ment on a: 

lim [f(O)+ g(O)] =lim f(O)+ lim g(O) 
8-0 8-0 8-0 

Si on synthi:tise !'approche precedente ill' aide d'un schema 
on a 

Figure 18 

F, signifie !'information de type figural soutenue succes­
sivement par les figures 16, 17(a), (b); 

F, signifie I 'information de type figural soutenue par Ia 
figure 15; 

se, signifie !'information de type semantique enchiissee 
dans les phrases suivantes: 

Ia longueur totale du segment secant tend vers Ia 
longueur totale du segment horizontal, lorsque !'an­
gle tend vers 0; 

Ia longueur du segment partielj(O) tend vers Ia lon­
gueur A du segment partie! horizontal, lorsque !'an­
gle tend vers 0; 

Ia longueur du segment partie! g(O) tend vers Ia lon­
gueur B du segment partie! horizontal, lorsque !'an­
gle tend vers 0; 

Sy, signifie !'information de type symbolique comprise 
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dans les formules suivantes: 

lim [/(0)+ g(O)] =A+ B 
8-0 

lim f(O)=A 
8-0 

lim g(O)=B 
8-0 

ses signifie !'information de type semantique enchassee 
dans Ia phrase "Ia limite d 'une somme de fonctions 
est donnee par Ia somme des limites de fonctions"; 

Sy, signifie l'irdormation de type symbolique comprise 
dans Ia formule 

lim [f(O)+g(O)]=lim f(O)+lim g(O) 
8-0 8-0 8-0 

Interessons nous maintenant A Ia liaison qu'il y a entre Ia 
limite de fonctions et le produit de fonctions Considerons 
les figures 19 

k?1! 
l~!(d)4 

Figure 19(a) Figure 19(b) 

Dans un premier temps on constate, a partir de Ia figure 
19(b ), que lorsque Ia longueur de Ia diagonale du rectangle 
partie! d tend vers Ia longueur de Ia diagonale du grand 
rectangle D, l'aire du rectangle partielle A(d) tend vers 
l'aire du grand rectangle A( D) En reprenant un chemine­
ment semblable a celui utilise lors de !'etude de Ia propriete 
de Ia somme de limites on obtient le schema suivant 

Figure 20 

F, signifie l'irdormation de type figural soutenue par Ia 
figure 19, mais ne se limitant pas strictementa celle­
ci; 

Si:, signifie l'irdormation de type semantique enchassee 
dans Ia phrase "l'aire du rectangle partie! tend vers 
l'aire du grand rectangle, lorsque Ia longueur de Ia 
diagonale du rectangle partie! tend vers Ia longueur 
de Ia diagonale du grand rectangle"; 

Sy, signifie !'information de type symbolique donnee par 
A(d)-A(D), d-D ou lim A(d)=A(D) 

d-D 



Si on considere main tenant la figure 19(a) on a que l'aire du 
rectangle partie! est donni:e par le produit de la longueur de 
sa base par celle de sa hauteur 11 en est de me me pour l'aire 
du grand rectangle .. Ceci a comme consequence que le 
produit de la longueur de la base par la longueur de la 
hauteur du rectangle partie! tend vers le pmduit de la 
longueur de la base par la longueur de la hauteur du grand 
rectangle Ceci se traduit par 

f(d) g(d)-kB, d-D 

ou lim [f(d) g(d)]=A B. 
d-D 

D'autre part, en reprenant le meme cheminement qu'on a 
suivi lors de Ia formation de Ia semantique du concept de 
limite de fonctions on obtient semantique puis symbolique­
ment 

f(d)-·A, d-D 

g(d)-B, d-D 

ou lim f(d)=A, lim g(d)=B 
d-D d-·D 

Ainsi Ia semantique de Ia liaison entre Ia limite de fonctions 
et le produit de fonctions ressort clairernent Celle-ci s'ex­
prime comme suit: ·~ta limite d'un produit de fonctions est 
donnee par le produit des limites de fonction" Symbol­
iquement on a 

lim [f(d) ·g(d)]=lim f(d) lim g(d) 
d-D d-D d-D 

Si on synthi:tise !'approche pri:cedente a !'aide de notre 
modele on a 

Figure 21 

F, signifie !'information de type figural soutenue par la 
figure 19(b), mais ne se limitant pas strictement a 
celle-ci; 

Fp signifie !'information de type figural soutenue par la 
figure 19(a); 

Si< signifie !'information de type semantique enchftssee 
dans les phrases suivantes: 

l'aire du rectangle partie! A( d) tend vers l'aire du 
grand rectangle A( D), lorsq ue la longueur de la 
diagonale du rectangle partie! d tend vers la lon­
gueur de la diagonale du grand rectangle D; 

la longueur de la base du rectangle partie! f(d) 
tend vers la longueur de la base du grand rectangle 
A, lorsque la longueur de la diagonale du rectan­
gle partie! tend vers la longueur de la diagonale du 
grand rectangle D; 

la longueur de la hauteur du rectangle partie! g(d) 

tend vers la longueur de la hauteur du grand rec­
tangle B, lorsque la longueur de la diagonale du 
rectangle partie! d tend vers la longueur de la 
diagonale du grand rectangle D; 

Sy, signifie !'information de type symbolique comprise 
dans les formules suivantes: 

lim [f(d) g(d)] =A· B 
d-D 

lim f(d)=A 
d-D 

lim g(d)= B 
d-D 

Sep signifie !'information de type semantique enchiissee 
dans la phrase "la limite d'un produit de fonctions est 
donnee par le produit des limites de fonctions"; 

Syp signifie !'information de type symbolique comprise 
dans la formule 

lim [f( d) g( d)] =lim f( d) ·lim g( d) 
d-D d-D d-·D 

Dans !'approche preci:dente la si:mantique et la symbo­
lique associees au calcul de l'aire d'un rectangle intervien­
nent Nous n'avons pas souligne ces faits parce qu'ils ne 
sont pas l'objet premier de nos preoccupations. 

Interesson-nous maintenant a une derniere propriete de 
la limite de fonctions. La propriete qui nous interesse est 
celle qui lie la limite de fonctions, avec les inegalites entre 
les fonctions .. Pour ce faire considerons les figures 22 

Figure 22(a) Figure 22(b) 

Dans un premier temps on "voit" que lorsque !'angle 0 tend 
vers 0 chacune des longueurs des segments tend respective­
men! vers les longueurs A et B Cette si:mantique se traduit 
symboliquement en ecrivant 

f(O)- A, 0-0; g(O)- B, 0-0; 

ou lim f(O) =A; lim g(O) = B 
e-o e-o 

D'autre part,la longueur du segment de droite f(O) est plus 
petite ou egale a la longueur du segment de droite g(O) et 
ceci pour chaque angle 0 positif et inferieur a un angle 
droit Aussi la longueur du segment de droite A est plus 
petite ou i:gale a la longueur d u segment de droite B. Ainsi 
l'ini:galiti: est preservee par passage ala limite .. On a done la 
semantique suivante: si pour chaque angle 0 positif et 
inferieur a un angle droit on a que la longueurf(O) est plus 
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petite ou egale a la longueur g(O), alors les limites satisfe­
ront la meme inegalite. Ceci se traduit symboliquement de 
la facon suivante: 

sif(O):O::g(O) pour tousles 0 ']0, rr/2[ 

alors lim f( 0) :0:: lim g( 0) 
e-o e-·o 

On pourrait refaire ce qui precede au point rr /2 pour 
montrer que l'egalite dans la conclusion est essentielle. 
Schematiquement on a 

Figure 23 

(Le lecteur est invitl! ici a fournir lui-meme les dl!tails de 
/'analyse) 

Dans !'approche preci:dente la semantique et la symbo­
lique associl!es aux inegalitf:s de nombres interviennent 
Nous n'avons pas souligne ces f3.its parce qu'ils ne sont pas 
!'objet premier de notre etude 

Si on rassemble dans un meme schema, les schemas 
apparaissant aux figures 14, 18, 21 et 23 on obtient le 
schema suivant, oil l'on voit clairement !'integration du 
concept complexe "limite de fonctions" (Figure 24) 
Remarquons que nous n'avons pas present€: toutes les pro­
prietes de la limite de fonctions. Cependant les proprietes 
dont nous avons esquissees la presentation en s'appuyant 
sur le mode de representation figural, sont suffisamment 
representatives pour montrer l'intf:n~t du modele que nous 

se, 

proposons II est a noter aussi que nous nous sommes 
restreints uniquement au mode de representation figural 
pour demauer nos presentations On aurait pu facilement 
s'appuyer surle mode de representation symbolique. D'ail­
leurs les deux approches sont a conseiller Si nous nous 
sommes restreints de la sorte, c'est pour illustrer un type de 
presentations qui n'est pas tres courant quoique pertinant 
et interessant. 

Conclusion 
Dans le present article, nous avons presente un modele 
servant d'outil d'analyse de l'apprentissage de concepts 
complexes du calcul infinitesimal Celui-ci pounait egale­
ment fournir a l'enseignant un outil de plus pour analyser 
ses strategies d'enseignement, au meme titre qu'il nous a 
permis de mettre en lumihe certains problemes soulignes 
dans la problematique. 

Les schemas que nous avons obtenues en s'inspirant du 
modele ne se veulent pas des archetypes. I outefois, les 
exemples que nous avons donnes ont illustre que le modele 
pouvait conduire a une approche integrant plus le concept 
complexe qu'est la limite de fonctions 

Le modele que nous venons d'elaborer peut aussi etre 
utilise dans le contexte de l'apprentissage des autres themes 
du calcul infinitesimal, de meme que dans d'autres themes 
de Ia mathematique N ous nous sommes concentre sur le 
theme de la limite pour garder un fil conducteur tout au 
long de !'article et ne pas nous eparpiller inutilement, evil­
ant ainsi au lecteur des sources potentielles de distractions 

Le theme de Ia limite a ete choisi parce que celui-ci est 
fondamentale dans Ia theorie du calcul infinitesimal qui est 
une des matieres cardinales du niveau collegial. 

Sy; 

E /\ >" 
so,- ~ 

I se,/ ·~ 
Figure 24 
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In actual fact, every child, after he has reached a certain level of intelligence, 
will say "because the numbers must go on, there cannot be a last number" 
What makes him say this is something more than having been habituated to 
follow a certain line, to follow it blindly-he sees that he can go on, he sees that 
there is an infinite possibility The endlessness of the number series, far from 
being the result of adopting an arbitrary convention, is one of the first and 
most significant discoveries made right at the beginning ofmathematics It 
is upon this essential insight that the number series hinges-with all the 
problems of a specifically mathematical kind, and leading up to higher them­
ies and mme and mme remote ranges of mathematical thought Yet already 
here, at the source of all this, you see that we do not proceed in an arbitrary 
manner. We generate the numbers, yet we have no choice to proceed other­
wise There is already something there that guides us So we make, and do not 
make numbers 

What is so disquieting is that we can evidently not control the process. As 
with numbers, so with mathematics in general We cannot control mathemat­
ics. The creation is stronger than the creator. 

Friedrich Waismann 
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